Jurnal Matematika Integratif. p-ISSN:1412-6184, e-ISSN:2549-903
Vol. 16, No. 2 (2020), pp.83-93. doi:10.24198/jmi.v16.n2.28743.83-93

Solusi Persamaan Diferensial Fraksional Riccati dengan Ruas Kanan
Konstanta menggunakan FElzaki Decomposition Method dan Analisis
Kekonvergenannya

ADRIZAL BOBY RACHMAN, EDDY DJAUHARI, M DENI JOHANSYAH

Departemen Matematika, Fakultas MIPA, Universitas Padjadjaran,
Jl. Raya Bandung Sumedang KM 21 Jatinangor Sumedang 45363
Email: adrzboby@gmail.com, eddy.djauhari@Qunpad.ac.id,
muhamad.deni@unpad.ac.id

Abstrak

Persamaan diferensial pada umumnya memiliki orde bilangan asli, namun per-
samaan diferensial dapat dikembangkan lagi menjadi bentuk orde pecahan. Per-
samaan diferensial yang memiliki orde bilangan pecahan disebut persamaan difer-
ensial fraksional. Pada penelitian ini penulis mencari solusi persamaan diferensial
fraksional non-linear, khususnya persamaan diferensial fraksional Riccati menggu-
nakan FElzaki Decomposition Method (EDM). Elzaki Decomposition Method adalah
sebuah metode yang diusulkan oleh Elzaki untuk menyelesaikan persamaan diferen-
sial fraksional non-linear. Metode ini diusulkan berdasarkan modifikasi sederhana
dari Adomian Decomposition Method di mana dikombinasikan dengan sebuah trans-
formasi. Selanjutnya dapat dilihat bahwa solusi persamaan diferensial fraksional
Riccati berorde (ay) menghasilkan pola grafik yang mendekati solusi persamaan
diferensial fraksional berorde (ay,), sehingga barisan fungsi solusi persamaan difer-
ensial fraksional Riccati konvergen ke fungsi solusi persamaan diferensial fraksional
Riccati.

Kata kunci: Persamaan Diferensial Fraksional, Persamaan Diferensial Fraksional
Riccati, Elzaki Decomposition Method, Konvergen.

Abstract

Differential equations generally have order of natural numbers, but dif-
ferential equations can be developed again into the form of fraction or-
der. Differential equations that have a fraction order are called frac-
tional differential equations. In this study, the writer will look for solu-
tions to non-linear fractional differential equations, specifically Riccati
fractional differential equations using the Elzaki Decomposition Method
(EDM). Elzaki Decomposition Method is a method proposed by Elzaki to
solve non-linear fractional differential equations. This method is pro-
posed based on a simple modification of the Adomian Decomposition
Method which is combined with a transformation. Furthermore, it can
be seen that the solution of the Riccati fractional differential equation
produces a graphic pattern that approaches the solution of the fractional
differential equation, so that the rows of the Riccati fractional differ-
ential equation solution converge to the Riccati fractional differential
equation solution.

Keywords: Fractional Differential Equation, Riccati Fractional Differential Equa-
tion, Elzaki Decomposition Method, Convergent.
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1. PENDAHULUAN

Seiring dengan berjalannya waktu, ilmu pengetahuan dan teknologi selalu mengalami
perkembangan. Di mana disaat terjadi perkembangan tersebut, tak jarang memunculkan be-
berapa permasalahan yang harus diselesaikan. Ilmu pengetahuan memiliki peran penting,
baik itu dalam perkembangan teknologi maupun dalam menyelesaikan permasalahan yang
dimunculkan oleh perkembangan teknologi itu sendiri. Salah satu contoh dari ilmu penge-
tahuan tersebut ialah matematika. Banyak bidang ilmu yang mengacu pada model matematika
untuk memecahkan berbagai permasalahan. Persamaan diferensial menjadi salah satu model
matematika yang banyak digunakan untuk memecahkan berbagai permasalahan.

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat variabel bebas, variabel tak
bebas, derivatif-derivatif biasa atau diferensial biasa dari variabel tak bebas terhadap variabel
bebas-n. Persamaan diferensial pertama kali muncul dengan penemuan kalkulus oleh Newton
dan Leibniz. Ditinjau dari peubah bebasnya, persamaan diferensial dapat dibedakan menjadi
dua macam, yaitu persamaan diferensial biasa dan parsial, sedangkan persamaan diferensial
dilihat dari bentuk fungsi atau pangkatnya juga dibedakan menjadi dua, yaitu persamaan
diferensial linear dan persamaan diferensial non-linear.

Persamaan diferensial pada umumnya memiliki orde bilangan asli, namun persamaan
diferensial dapat dikembangkan lagi menjadi bentuk orde pecahan. Persamaan diferensial
yang memiliki orde bilangan pecahan disebut persamaan diferensial fraksional. Sejarah kalku-
lus fraksional bermula dari pertanyaan LHpital kepada G.W Leibniz pada tahun 1695 tentang
makna dari % untuk n bilangan asli, lalu bagaimana jika n = % yang merupakan bilangan
fraction/pecahan. Sejak saat itu para Matematikawan terus mengembangkan topik tersebut,
seperti L. Euler, P.S Laplace, J.B.J Fourier, N.H. Abel, J. Liouville, B. Riemann, A.K. Grun-
wald, dan A.V. Letnikov [? ].

Salah satu metode yang dapat digunakan untuk mencari solusi persamaan diferensial
fraksional non-linear adalah FElzaki Decomposition Method (EDM) yang merupakan pembaruan
dari Metode Dekomposisi. Banyak peneliti yang telah mencari solusi persamaan diferensial
fraksional non-linear dengan berbagai metode, seperti menggunakan Adomian Decomposition
Method [? ], Metode Dekomposisi [? ], Transformasi Diferensial [? |, Variational Iteration
Method [? ] dan Telescoping Decomposition Method [? ]. Dapat dilihat pula Kajian Dasar
Integral dan Turunan Fraksional Riemann-Liouvill pada [? ] dan [? ]

Selanjutnya pada penelitian ini penulis mencari solusi persamaan diferensial fraksional
non-linear, khususnya persamaan diferensial fraksional Riccati menggunakan FElzaki Decom-
position Method (EDM), kemudian dianalisis kekonvergenan barisan fungsi solusi persamaan
diferensial fraksional Riccati, serta membuat grafik untuk memperoleh pola dari fungsi so-
lusi persamaan diferensial fraksional Riccati lalu ditampilkan pula grafik hasil pencarian solusi
Elzaki Decomposition Method dan grafik solusi eksak.

2. METODE PENELITIAN
Merujuk pada [? | Persamaan diferensial yang digunakan dalam penelitian ini adalah
persamaan diferensial fraksional Riccati dengan bentuk umum sebagai berikut
D%u(t) + Au?(t) + Bu(t) = r(t), 0<a <2 (1)

di mana A dan B adalah konstanta real.

2.1. Elzaki Decomposition Method. Merujuk pada [? |, Elzaki Decomposition Method
adalah sebuah metode yang diusulkan oleh Elzaki untuk menyelesaikan persamaan diferen-
sial fraksional non-linear. Merujuk pada [? ], metode ini diusulkan berdasarkan modifikasi
sederhana dari Adomian Decomposition Method di mana dikombinasikan dengan sebuah trans-
formasi yang didefinisikan sebagai berikut

E[f(t) = v/ooo ft)e~vdt =T(v), Vt>O0. (2)
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Teorema 2.1. (Elzaki & Chamekh, 2018 [t ]) Misalkan T’(v) adalah transformasi (2) dari
turunan f (t). Kemudian,

rw) =T ) g
) = TS e 09(0) > 1 (1
k=0

di mana T"(v) adalah transformasi (2) dari turunan ke-n dari fungsi f(t).

Teorema 2.2. (Elzaki & Chamekh, 2018) Jika m —1 < am,m € N, maka transformasi (2)
dari turunan fraksional D f(t) adalah,

ED*f(t)] =T(v) = Zf virath (5)

di mana T(v) adalah transformasi (2) dari f(t). Elzaki Decomposition Method mewakili solusi

sebagai deret tak hingga
u(t) = up(t) (6)
r=0

dan istilah non-linear N (u(t),u (t)) terurai menjadi

N (u(t),u'(t) =D A(D) (7)
r=0

di mana

R=0

An(t) = r| dp (Z Pu,(t) ZP%Q(t)) (8)
p=0

adalah polinom Adomian. Iterasi didefinisikan oleh hubungan rekursif

Blu)] = 3w 0B 1) )
k=0
Elu(t)] = v [anB [u™}(®)] + - + 01 [, (0] + a0 B [y (1) (10)
—o®E A, (1)

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Diberikan bentuk umum persamaan diferensial fraksional Riccati berorde o berikut
D%u(t) + Au?(t) + Bu(t) = k (11)
dengan kondisi awal u(0) = 0.

Metode pencarian solusi dari persamaan diferensial fraksional berorde @ menggunakan
Elzaki Decomposition Method yaitu sebagai berikut

D%u(t) = k — Au®(t) — Bul(t) (12)
mentransformasi persamaan (12)
E[D*u(t)] = E [k] — AE [u*(t)] — BE [u(t)] (13)

menyubstitusi persamaan (5) ke persamaan (13)

m—

Z B (0y?~otk = E[k] — AE [u*(t)] — BE [u(t)]
k=0
m—1

Elu®l _ 3™ W) (0)p>t* = E[k] — AE [u3(t)] — BE [u(t)]

o

=0
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menggunakan persamaan (2) untuk menyelesaikan F[k]

Blu(t)] _ ’"Z_luuc) (0) w2tk = [v J&C ke @ dt] —AE[u(t)] = BE[u(t)]
k=0
ERO] ) (0) w240 = ko lim {fge* td ] AE [ ()] — B Eu(t)
E[;‘ét)] —u(0) v?~@ = kv ali_)r{.lc [((—v) e~ zi) 8 } —AFE [u2 (t)] — B Eu(t)]
E[:it)] —u(0) v?~@ = kv alLrI;C [((—v) e %) - ((—U) e %)}
~AE[u* ()] -BEu(t)]
Elul®]l _ 4 (0) v2@ = kv ((0) — (—v)) — A E [u® (t)] — B E[u(t)]
Bl 4y (0) w2 = kv® — AE [u?(1)] — B E[u(t)] (14)
E [K] =0 [ ke v dt = kov?. (15)

Mengoperasi perkalian kedua ruas dalam persamaan (14) dengan v

() ) =t -4 B 0] -8 Bl )

Elu(t)] —u(0) v = kvt — Av® E [u” ()] — Bv® E[u(t)]
Eu(t)] = (0)v* + kv*t® — Av* E [v* (t)] — Bv® E [u(t)]
Efu(t)] = kvt — Av® E [u” ()] — Bv® E[u(t)]. (16)
Berdasarkan persamaan (10) dan (15) diperoleh
E [ug (t)] u Oy 0 4k
= koo t?
o (t) _ k'l}:2+2 — Fu®
kte
T (17)
Bl (0] = =0 [am B [l O] +...+ a1 B [ul_y ()] + a0 B [up1 ()
v* E[Ar—1(t)], i=1,2,3
dengan
A; (t) = Zl'CZ; [ug + 2puguy er? (u% + 2u0u2) +.. ']p:O
cHal ini mengakibatkan
FE [UZ (t)] = -Bv* FE [Ui,1 (t)] — Av* FE [Ai,1 (t)]
Efuy (t)] =—Bv® Elui—1 (t)] — Av™* E[A1_1 (t)]
= —Bv® Eug ()] — Av® E[Ag (t)]
= —Bv® E [ug ()] — Av® E [ug (t)]
N kit N Kt >
=80 8 [y | -4 B () ]
9 K2 AV T (2a+ 1)
up (t) = —kBv*® — T2 (0t 1)
_ kBt EPAT(Qa+ ) 18)

F2a+1) T'@Ba+1) I?2(a+1)



Solusi Persamaan Diferensial Fraksional Riccati dengan Ruas Kanan Konstanta 87

Sehingga diperoleh

Efug (t)] = —Bv® Efug—1 (t)] — Av™ E[Aa_1 (1))
= —Bv® Eu; (t)] — Av® E[A1 (1)]
kBt2® k2 AT (2a+ 1) 3 N
F(2a+1) T (3a+ i) I (03+ 1)} — AV Bf2uo (8) ua (8)
kBt**  E* AT (2a+1)8% }
I'2a+1) T@Ba+1) I?(a+1)
2kt kBt?> k* AT (2a+ 1) 3
T(a+1) (F(Za—i—l) " T(3a+1) FZ(aH)ﬂ
k*? ABv* T (2a+1)  2k? ABv** T (3a+1)
I'?(a+1) Fa+1) T'(2a+1)
2k3 A2 05T 20+ 1) T (4 + 1)
T (Ba+1) I¥(a+1)
kB2t k* ABT (2a + 1) t* 2k2 ABT (3a+ 1) t4e
'Ba+1) T(Ha+1)I?(a+1) T'(a+1) T'(2a+1)I'(4a+1)
2k AT (2a+ 1) T (4a + 1) 5
FBa+1) T (Ga+1) I3 (a+1)
Efus (t)] = ~Bv® Efus_ (t)] - Av® E[As_y (t)]
[
[

= -Bv* FE {

=-Bv* E {

—Av* FE [

ug (t)  =kB* 03 +

(19)

= —Buv® E[us (t)] — Av® E[A5 (b)]
= —Bv® E[us (t)] — Av® E [u} (t) + 2ug () uz (t)]

kB? t3a k* ABT (2a + 1)t
FBa+1) T'(da+1) I?(a+1)
2k ABT (3a+ 1) t1 2k A2T (2a+ 1) T (4o + 1) t°@
Fla+1) T(2a+1) T(da+1) T (Ba+1) I (ba+l) F3(a+1)]
k% B? ti« 2k3 ABt>> k* A2 T? (2a + 1) 5«
2 (2a+1) * F'Ba+1) I?(a+1) + I'?Ba+1) I'(a+1)
N 2kt < kB? 3« N k* ABT (2a + 1) t4

F'a+1) \I'Ba+1) T(da+1) I?(a+1)

2k? ABT (3a+ 1) t* 2k3 A2T (2a+1) T (4o + 1) t7

Ta+) T 2a+1) T(dat1) T@Ba+1) T (5atl) F3(a+1)>}

k? AB2 v T (2a+1) 2k? AB2v%°T (3a+ 1)

:—B’UQE|:

—Av® E [

us(f) = —kB% ot - T2 (a+1) T T(a+1) T (2a+1)
2k A2 Bv5*T (2a+1) T'(4a+1) k2 AB?2 05T (da+ 1)
a F(Ba+1) I3 (a+1) a 2 (2a+1)
23 A2 B9 T (5a+1)  k* A2 0™ T (6a+1) T2 (20 + 1)
C I'(Ba+1) I2(a+1) I2(Ba+1) M (a+1)
2k2 AB2 05T (4da+1)  2k* A2 Bu% T (2a+1) T (5o + 1)
C T(a+1)TBa+1) T (4a+1) D3 (a+1)

4k% A2 Bv* T (3a+1) T (ba + 1)
C T(2a+4+1) T(da+1) T2(a+1)

4k* A3 9" T (24 1) T (4a +1) T (6a +1)
B T(Ba+1) T (5a+1) T4 (a+1)
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kB2 t** k2 AB?T (2a+ 1) % 2k? AB?T (3 + 1) t5@
"TMa+1) TGa+1)IT2(a+1) T(a+1) T(2a+1) T (5a+1)
2k A2 BT (2a4+1) T (4a+1)15* k% AB?T (4a + 1)t
C T'Ba+1)T(6a+1)T3(a+1) T(Ga+1) I2(2a+1)

2t A2 BT (5a+ 1)% k4 AST (6 + 1) T2 (2a + 1) 1™
FBa+1) I'(6ba+1) I?(a+1) T'(Ta+1) I?2Ba+1) IM(a+1)
2%2 AB2 T (4o + 1) t5° 2k3 A2 BT (2a+1) T (5a + 1) 5

"T(a+1)TBa+1) T (ba+1) T(4a+1)T(6a+1) T3 (a+1)
4k* A2 BT (3o + 1) T (5a + 1) 15«
"T'(2a+1)T(4a+1) T (6a+1) T2 (a+1)
4k* A3T (200 +1) T (4a+1) T (6 + 1) ¢7®
"I'Ba+1) IL(ba+1) I(Ta+1) Mt(a+1)

Dengan demikian diperoleh solusi pendekatan

u(t) =wuo(t)+uy (t) +usz (t) +us(t)
okt kBt?« k* AT (2a0+ 1) t3 N kB? 3
F'a+1) T@a+1) T'Ba+1l)I?(a+1) TI'Ba+1l)
k> ABT (2a + 1) t4 2k*> ABT (3a 4 1) 4
Fda+1) I'?(a+1) T'(a+1) T'(2a+1) I'(4da+1)
2k AT (2a+1) T (da+1)t5* kB3 t'* k2 AB2T (2a + 1)t
FBa+1)L(ba+1) B3 (a+1) T(da+1) TGa+1) IZ(a+1)
2k AB?T (3a + 1) t°* 2k A2 BT (2a+1) T (4 + 1) %
"T(a+1)T(2a+1)T(Ga+1) T Ba+1) T(6a+1) I3 (a+1)
k* ABT (4o + 1) t5 2k3 A2 BT (ba + 1) %
" T(a+1)T2(2a+1) T@Ba+1) L (6a+1) 2 (a+1)
k* AT (6a+1) T2 (20 + 1) 7 2k AB?T (4o + 1) 5
" T(Ta+1)I2Ba+1) I (a+1) T(a+1) T(Ba+1) T (Ga+1)
2k A2 BT (2a 4+ 1) T (5 + 1) 6 4k A2 BT (3ac+1) T (5a + 1) 5
C T(Aa+1)T(6a+1)T3(a+1) T'(2a+1) T (4a+1) T(6a+1) T2 (a+1)
4k* A3T (2a4+1) T (da+1) T (6o + 1) 7
"T'Ba+1) T (Ga+1) L (Ta+1) Mt (a+1)

(21)

Selanjutnya akan dicari solusi dari persamaan (11) dengan A = 1,B = 0, dan k = 1, maka
persamaan diferensial fraksional non-linear berorde « sebagai berikut

Du(t) +u*(t) = 1 (22)

dengan kondisi awal «(0) = 0, diperoleh solusi persamaan diferensial fraksional Riccati sebagai
berikut

O I (2a+ 1)t 2T (2a+1) T (4o + 1) 3>
O = FaFD) TEar) Pt THat D TGatD) PatD
[ (6a+1) T2 (2a+ 1)t 4T (2a+1) T (da+1) T (6o + 1) ™

"T(Ta+1)I2Ba+1)T4(a+1) TIBa+1) L(Ba+1) I (Ta+1) 1"4(04-1-(12)3)

Selanjutnya diambil suatu barisan berorde a, untuk melihat kekonvergenan barisan fungsi
solusi persamaan diferensial fraksional

@ = () (o)
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maka persamaan diferensial fraksional berorde a,, menjadi
DE)y(t) +u2(t) = 1,n e N (25)

sehingga diperoleh wu, (t) yaitu barisan fungsi solusi persamaan diferensial fraksional berorde
an sebagai berikut

Selanjutnya ditunjukkan barisan fungsi (u,(t)) konvergen ke fungsi u(t), dimana u(t) adalah

solusi persamaan diferensial fraksional Riccati orde o = 1.
t3 N 260 T 47
3 15 63 105

t re+1)e

r(1+1) T@+1)Ir2(1+1) I'@B+1
T(6+1) 22+ 1)t AT (24+1) T (4+
) T

o~

3
)T (6+1)¢t7
T+ T2@+1)I4(1+1) TB+1)TCG+1) D(7+1) D4(1+1)
3) 3 2T (3) T'(5)t° [(7) T2 (3)t7

(

2(2) () T(6)I2(2) IT(8) (4 (2
(7 t7
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e Apabila diambil empat suku yaitu ug, u1, ug, dan usz maka diperoleh pola grafik sebagai
berikut

0g

o7

0é

s

=3 =3
I I

S
o
=
=
|
|c | | ra | —

=}
|

03

L o—

=}
|

0z

[

— =1

ol

GAMBAR 1. Grafik fungsi solusiD#+1 u(t) + u2(t) = 1 untuk u = ug + u1 + ug + us.

e Apabila diambil tiga suku yaitu ug,u;, dan us maka diperoleh pola grafik sebagai
berikut

GAMBAR 2. Grafik fungsi solusiD7+T u(t) + u2(t) = 1 untuk u = ug + uy + us.

e Apabila diambil dua suku yaitu ug dan u; maka diperoleh pola grafik sebagai berikut
e Apabila diambil satu suku yaitu ug maka diperoleh pola grafik sebagai berikut

Berdasarkan Gambar 1 sampai 4 dapat dilihat bahwa solusi persamaan diferensial fraksional
Riccati dengan bentuk D(Tﬂ)u(t) + u%(t) = 1 menghasilkan pola grafik yang mendekati so-
lusi persamaan diferensial fraksional berorde o = 1, sehingga barisan fungsi solusi persamaan
diferensial fraksional Riccati dengan bentuk D(Wl)u(t) +u%(t) = 1 konvergen ke fungsi so-
lusi persamaan diferensial fraksional Riccati berdasarkan hasil analisis grafik dengan bentuk
Du(t) +u?(t) = 1.

Selanjutnya ditunjukkan pola grafik solusi persamaan diferensial fraksional Riccati berorde
« menggunakan Elzaki Decomposition Method dan menggunakan solusi eksak.
Diberikan persamaan diferensial fraksional Riccati berorde « berikut

D*u(t) + u?(t) = 1.
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GAMBAR 3. Grafik fungsi solusiD 7+ u(t) + u2(t) = 1 untuk u = ug + u;.

30

40

30 [R——

‘u: R I

20

=
|
|u.ﬁ

[

GAMBAR 4. Grafik fungsi solusiD#+1u(t) + u2(t) = 1 untuk u = uo.

Bentuk umum solusi pendekatan dari persamaan diferensial fraksional Riccati tersebut yaitu

A I (2a+ 1) 3 2T (2a+1) T (4o + 1) t°
“O S TarD TEat) R+l ' TEatr) That D) Batl
T (6o + 1) T? (2a + 1) 7@ AT 20+ 1) T (da+1) T (6a+1)t7@

"T(Ta+1)I2Ba+1) T4 (a+1) TI'Ba+1)T(Ba+1) T (Ta+1) Ti(a+1)

Untuk a = 1 dengan menggunakan FElzaki Decomposition Method diperoleh solusi pendekatan
sebagai berikut
25 T 47
uppm(t) =t =3+ 95 ~ @3~ 105
Untuk o = 2 dengan menggunakan FElzaki Decomposition Method diperoleh solusi pendekatan

sebagai berikut

t2 t6 th t14
)= ——— -
weom®) =5~ 135+ 10800~ 1123200
Untuk a = 1 diperoleh solusi eksak sebagai berikut
et —1
)= ——
u(t) = Gy

Untuk a = 2 diperoleh solusi eksak sebagai berikut
u(t) = In (cosh(t))
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7 EDM
0.4 m— Elsak

GAMBAR 5. Grafik solusi DYu(t) + u?(t) = 1 dengan o = 1.

02
0.7
06
05
ro4 EDM

= Eksak
03
0z

01

GAMBAR 6. Grafik solusi D%u(t) 4+ u?(t) = 1 dengan o = 2.

Berdasarkan Gambar 5 dan 6, dapat dilihat grafik dari solusi pendekatan persamaan
diferensial fraksional Riccati berbentuk D%u(t) + u?(t) = 1 dengan a = 1 dan « = 2 menggu-
nakan Elzaki Decomposition Method (EDM) dan menggunakan solusi eksak.

4. SIMPULAN

Solusi dari persamaan diferensial fraksional Riccati berorde (ov,) dapat diperoleh dengan
0 < a < 2 menggunakan Elzaki Decomposition Method (EDM). Jika barisan orde fraksional
() konvergen ke o maka barisan fungsi solusi persamaan diferensial fraksional Riccati berorde
(an) juga konvergen ke fungsi solusi persamaan diferensial fraksional Riccati berorde . Pola
grafik dari barisan fungsi solusi persamaan diferensial fraksional Riccati berorde (v, ) bergerak
menuju ke fungsi solusi persamaan diferensial fraksional Riccati berorde ae. Terdapat perbedaan
dari beberapa pola grafik jika barisan solusi persamaan diferensial fraksional Riccati dibentuk
dengan mengambil jumlah suku yang berbeda.
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