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Abstrak

Persamaan diferensial merupakan salah satu topik dalam matematika yang banyak

digunakan dalam memodelkan masalah kehidupan nyata. Misalkan pemodelan

penyakit, perkembangan bakteri, pemodelan gelombang, persamaan panas dan

lain sebagainya. Secara umum, ada dua jenis persamaan diferensial, yaitu Per-

samaan Diferensial Biasa (PDB) dan Persamaan Diferensial Parsial (PDP). Pada

praktiknya, penyelesaian PDB maupun PDP secara analitik memiliki tantangan

tersendiri, sehingga solusi dengan metode semi-analitik (pendekatan dengan kom-

binasi antara analitik dan pendekatan numerik) merupakan alternatif yang sampai

saat ini menarik untuk dikaji. Metode Transformasi Diferensial (MTD) adalah salah

satu metode numerik semi-analitik yang dapat digunakan untuk menyelesaikan per-

samaan diferensial. Metode ini didasarkan pada perluasan deret Taylor, dimana

persamaan diferensial diubah menjadi relasi rekurensi untuk mendapatkan solusi

deret dalam bentuk polinomial. Pada penelitian ini dibahas secara rinci bagaimana

pengaplikasian metode transformasi diferensial untuk penyelesaian PDB linear non-

homogen dan PDP linear nonhomogen untuk beberapa contoh kasus tertentu yang

belum pernah dibahas pada penelitian terdahulu. Pertama, digunakan MTD untuk

menyelesaikan masalah nilai awal serta masalah nilai batas untuk PDB linear non-

homogen. Selanjutnya, digunakan MTD Dua Dimensi untuk menyelesaikan masalah

nilai awal dan batas untuk PDP linear nonhomogen. Hasil yang diperoleh dengan

MTD dibandingkan dengan solusi analitik dari PDB yang diubah ke bentuk deret

Taylor. Demikian pula, hasil yang diperoleh MTD Dua Dimensi dibandingkan den-

gan solusi analitik PDB yang diubah ke bentuk deret Taylor. Perbandingan solusi

analitik dan solusi MTD diberikan dalam bentuk perbandingan grafik solusi dengan

software Maple serta dilakukan perhitungan galat. Berdasarkan perhitungan galat,

solusi dari PDB dan PDP ini mendekati solusi analitik dengan galat yang relatif

kecil, terlebih ketika banyaknya iterasi ditingkatkan pada MTD dan MTD dua di-

mensi.
Kata kunci: Persamaan Diferensial Biasa, Persamaan Diferensial Parsial, Metode
Transformasi Diferensial, deret Taylor, solusi analitik.
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Abstract

Differential equations is a topic in mathematics that is widely used in
modeling real-life problem. For example, disease modeling, bacterial de-
velopment, wave modeling and heat equations. In general, there are two
types of differential equations, namely Ordinary Differential Equations
(ODE) and Partial Differential Equations (PDE). In practice, solving
ODE and PDE analitically has its own challenges, so a solution semi-
analytical method (approach in which a problem is analyzed using a
combination of analytical and numerical approaches) is an alternative
that is currently interesting to study. Differential Transform Method
(DTM) is one of the semi-analytical numerical method for solving dif-
ferential equations. This method is based on Taylor series expansion,
in which the differential equation is converted into a recurrence rela-
tion to get a series solution in terms of polynomials. In this research,
the application of the DTM was discussed in detil for solving nonho-
mogeneous liniear ODE and nonhomogeneous liniear PDE for some
specific cases that have never been discussed in previous studies. First,
DTM is used to solve initial value problems and boundary value prob-
lems for nonhomogeneous linear ODE. Next, Two-Dimentional MTD
used to solve initial and boundary value problems for nonhomogeneous
linear PDE. The results derived by DTM is compared with the analytical
solution of ODE that has been converted into the Taylor series. Like-
wise, the results derived by Two Dimentional DTM is compared with
the analytical solution of ODE that has been converted into the Taylor
series. The comparison between the analytical solution and the Differ-
ential Transform Method (DTM solution is presented in the form of a
graphical solution using Maple software, then the error calculations are
performed. Based on the error calculations, the solutions of the ODE
(Ordinary Differential Equation) and PDE (Partial Differential Equa-
tion) approximate the analytical solution with relatively small errors,
especially when the number of iterations is increased in the DTM and
two-dimensional DTM.

Keywords: Ordinary Differential Equation, Partial Differential equa-
tions, Differential Transformation Method, Taylor series, analytical so-
lution.

1. Pendahuluan

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu atau lebih variabel tak bebas
beserta turunannya terhadap variabel-variabel bebas. Persamaan diferensial yang melibatkan
hanya satu variabel bebas disebut persamaan diferensial biasa (PDB). Sedangkan persamaan
diferensial yang melibatkan lebih dari satu variabel bebas disebut persamaan diferensial parsial
(PDP) [1]. Salah satu metode untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa dan parsial
adalah metode transformasi diferensial.

Metode transformasi diferensial (MTD) pertama kali diperkenalkan oleh Zhou pada tahun
1986 ([2]) untuk menyelesaikan persamaan linear dan nonlinear. Metode ini adalah metode nu-
merik semi analitik untuk menyelesaikan persamaan diferensial. Metode transformasi diferen-
sial didasarkan pada ekspansi deret Taylor, yaitu solusinya dinyatakan dalam deret polinomial
[3]. Keunggulan metode ini adalah mudah digunakan, dimana solusi dari persamaan difer-
ensial biasa dan parsial dapat dicari dengan menggunakan teorema-teorema yang berlaku.
Berdasarkan kajian [3] perbandingan kedekatan solusi numerik semi-analitik menggunakan
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metode transformasi diferensial dengan solusi analitiknya terlihat bahwa solusi yang diper-
oleh menggunakan metode transformasi diferensial memiliki tingkat kekonvergenan yang cepat
terhadap solusi analitiknya.

Pengaplikasian MTD pada PDB diantaranya digunakan untuk menyelesaikan persamaan
diferensial Riccati dan persamaan diferensial nonlinear Bratu. Pada [7] MTD digunakan untuk
menyelesaikan masalah predator-prey, disisi lain kajian [5] menerapkan MTD untuk menyele-
saikan model demam tifoid untuk populasi konstan dan membandingkannya dengan metode
RK4. Pada [6], metode ini digunakan untuk menyelesaikan model epidemi SEIR. Beberapa
penulis lain yang telah menggunakan MTD dalam menyelesaikan model epidemiologi antara
lain [7], [8], [9], dan [10]. MTD memiliki keuntungan karena relatif mudah untuk dipahami
dan diimplementasikan. MTD dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial
linear dan nonlinear secara langsung tanpa memerlukan linearisasi, diskritisasi, atau gangguan
([7]). Metode ini telah diaplikasikan pada masalah nilai batas pada [11] serta masalah nilai
eigen pada [12]. Selain itu, pengaplikasian MTD dua dimensi yang dimodifikasi diantaranya
digunakan untuk menyelesaikan persamaan diffusion-wave ([13]). Berdasarkan kajian [11],
modifikasi metode ini memberikan hasil numerik yang efisien dan akurat untuk masalah nilai
batas yang dibandingkan metode dekomposisi Adomian. Saat ini metode MDT terus dikem-
bangkan, diantaranya seperti kajian pada [14] yang mengusulkan modified differential transform
method (MDTM) untuk solusi osilator nonlinear. Kajian lainnya yaitu [15] yang mengusulkan
MDT yang dimodifikasi untuk memperoleh solusi pendekatan untuk Osilator Duffing nonlin-
ear dengan redaman. Kajian-kajian MDT juga banyak dikembangkan untuk menyelesaikan
persamaan-persamaan diferensial fraksional diantaranya pada [16], [17], [18], [19], [20], [21],
[22].

Kajian mengenai penerapan metode ini untuk berbagai kasus menjadi kajian yang menarik
sampai saat ini. Pada paper ini dipilih beberapa contoh kasus yang selanjutnya dicari so-
lusi eksak dan solusi aproksimasinya dengan menerapkan MTD untuk penyelesaian persamaan
diferensial biasa dan MTD dua dimensi untuk penyelesaian persamaan diferensial parsial yang
belum dibahas secara rinci pada literatur terdahulu. Pada akhir pembahasan, ditunjukkan
pula performa metode ini dibandingkan dengan solusi eksaknya melalui grafik dan perhitungan
galat.

2. Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan pada paper ini adalah Metode Transformasi Diferensial
untuk pencarian solusi PDB linear nonhomogen orde satu dan dua, sedangkan untuk pencarian
solusi PDP linear nonhomogen orde satu dan dua menggunakan MTD Dua Dimensi. Berikut
ini diberikan beberapa teori pendukung yang digunakan dalam penelitian ini.

2.1. Persamaan Diferensial Biasa.

Definisi 2.1. [3]. Bentuk umum persamaan diferensial biasa linear nonhomogen orde satu
adalah sebagai berikut

y′ + p (x) y = r(x) (1)

dengan p, r adalah fungsi-fungsi dari x yang diketahui dan r(x)̸=0.

Definisi 2.2. [3]. Bentuk umum persamaan diferensial biasa linear nonhomogen orde satu
adalah sebagai berikut

y
′′
+ p (x) y

′
+ q (x) y = r (x) (2)

dengan p, r adalah fungsi-fungsi dari x yang diketahui dan r(x)̸=0.

2.2. Persamaan Diferensial Parsial.

Definisi 2.3. [24]. Bentuk umum persamaan diferensial parsial linear nonhomogen orde satu
adalah sebagai berikut

Aux +Buy + Cu = D (3)
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dimana D ̸=0,

u : variabel tak bebas, merupakan fungsi dari x dan y,

A,B,C,D : koefisien, bisa konstan atau merupakan fungsi dari x atau y namun bukan fungsi
dari u.

Definisi 2.4. [25]. Bentuk umum persamaan diferensial parsial linear nonhomogen orde dua
adalah sebagai berikut

Aux +Buy + Cu = D (4)

dengan D ̸=0, u adalah variabel tak bebas, merupakan fungsi dari x dan y, dan A,B,C,D adalah
koefisien konstan atau merupakan fungsi dari x atau y tetapi bukan fungsi dari u.

2.3. Metode Transformasi Diferensial (MTD).

Definisi 2.5. [26]. Metode transformasi diferensial dari fungsi y (x) di x = x0 yang kontinu
didefinisikan sebagai berikut

Y (k) =
1

k!

[
dky (x)

dxk

]
x=x0

, (5)

dengan k anggota himpunan bilangan bulat nonnegatif, dan Y (k) adalah fungsi transformasi.

Definisi 2.6. [27]. Fungsi invers dari transformasi diferensial Y (k) dapat didefinisikan sebagai
berikut:

y (x) =

∞∑
k=0

Y (k) (x− x0)
k
. (6)

Jika x0 = 0, maka persamaan (6) menjadi

y (x) =

∞∑
k=0

Y (k)xk. (7)

Karena dalam penerapan persamaan (6) hanya diambil sejumlah hingga suku saja, maka diper-
oleh solusi hampiran berikut

y (x)≈
N∑

k=0

Y (k)xk. (8)

Teorema-teorema berikut ini dirujuk dari [28] dan digunakan untuk memperoleh penyelesaian
dengan MTD contoh kasus yang dibahas pada paper ini, teorema lainnya secara lengkap dapat
merujuk pada sumber tersebut.

Teorema 2.7. Jika y (x) = αg (x) + βh (x), maka Y (k) = αG (k) + βH (k), dimana α dan β
adalah konstanta.

Proof. Misalkan y (x) adalah fungsi awal, maka transformasi diferensial dari y (x) adalah
sebagai berikut.

Y (k) =
1

k!

dky (x)

dxk

∣∣∣∣
x=0

=
1

k!

dk (αg (x) + βh (x))

dxk

∣∣∣∣
x=0

=
1

k!

[
dk (αg (x))

dxk
+

dk (αh (x))

dxk

]
x=0

=
1

k!
α
dkg (x)

dxk

∣∣∣∣
x=0

+
1

k!
β
dkh (x)

dxk

∣∣∣∣
x=0

= αG (k) + βH (k)

□
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Teorema 2.8. Jika y (x) = xn, maka Y (k) = δ (k − n) =

{
1, k = n
0, k ̸=n.

Proof. Misalkan y (x) adalah fungsi awal, maka transformasi diferensial dari f (x) adalah
sebagai berikut

Y (k) =
1

k!

dky (x)

dxk

∣∣∣∣
x=0

=
1

k!

dkxn

dxk

∣∣∣∣
x=0

.

Dari sifat persamaan diferensial diketahui

dkxn

dxk
= n (n− 1) (n− 2) . . . (n− k + 1)xn−k,

jadi

Y (k) =
n (n− 1) (n− 2) . . . (n− k + 1)

k!
xn−k.

Jika n = k, maka

Y (k) =
k (k − 1) (k − 2) . . . 1

k!
=

k!

k!
= 1.

Jika n ̸=k dan x = 0, maka Y (k) = 0.

Dengan demikian,

Y (k) = δ (k − n) =

{
1, k = n
0, k ̸=n.

□

Teorema 2.9. Jika y (x) = dng(x)
dxn , maka Y (k) = (k + 1) (k + 2) . . . (k + n)G (k + n) .

Proof. Misalkan y (x) adalah fungsi awal, maka transformasi diferensial dari y (x) diperoleh
sebagai berikut:

Y (k) =
1

k!

dky (x)

dxk

∣∣∣∣
x=0

=
1

k!

dk dng(x)
dxn

dxk

∣∣∣∣∣
x=0

=
1

k!

dk+ng(x)

dxk+n

∣∣∣∣
x=0

=
(k + n)!

k!

[
1

(k + n)!

dk+ng (x)

dxk+n

]
= (k + 1) (k + 2) . . . (k + n)G (k + n)

□

2.4. Metode Transformasi Diferensial Dua Dimensi (MTDDD).

Definisi 2.10. [29] Misalkan u(x, y) adalah fungsi dari dua variabel yang analitik dan kontinu
diferensiabel pada bilangan bulat nonnegatif. Maka transformasi diferensial dua dimensi dari
fungsi u(x, y) didefinisikan sebagai berikut

U (k, h) =
1

k!h!

[
∂k+hu (x, y)

∂xk∂yh

]
(x,y)=(x0,y0)

, (9)
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ketika (x0, y0) = (0, 0) maka persamaan (9) didefinisikan sebagai berikut

U (k, h) =
1

k!h!

[
∂k+hu (x, y)

∂xk∂yh

]
(x,y)=(0,0)

. (10)

dengan u(x, y) adalah fungsi awal dan U (k, h) adalah transformasi diferensial dua dimensi.

Definisi 2.11. [29] Invers transformasi diferensial dari U (k, h) didefinisikan sebagai berikut

u (x, y) =

∞∑
k=0

∞∑
h=0

U (k, h) (x− x0)
k
(y − y0)

h
, (11)

ketika (x0, y0) = (0, 0) maka persamaan (11) didefinisikan sebagai berikut

u (x, y) =

∞∑
k=0

∞∑
h=0

U (k, h)xkyh. (12)

Teorema-teorema 12-19 ini dirujuk dari [30] dan digunakan untuk memperoleh penyelesaian
dengan MTDDD pada contoh kasus yang dibahas pada paper ini, teorema lainnya secara
lengkap dapat merujuk pada sumber tersebut.

Teorema 2.12. Jika u (x, y) = c untuk c suatu konstanta maka

U (k, h) = cδ (k, h)

= c

{
1, k = h = 0
0, lainnya.

Proof. Untuk k = 0 dan h = 0, maka

∂0u (x, y)

∂x0∂y0
= u (x, y) = c.

Untuk k > 0 dan h > 0, maka
∂k+hu (x, y)

∂xk∂yh
= 0.

Jadi diperoleh

U (k, h) =
1

k!h!

[
∂k+hc

∂xk∂yh

]
(x,y)=(0,0)

jika dan hanya jika

cδ (k, h) = c

{
1, k = h = 0
0, lainnya.

□

Teorema 2.13. Jika u (x, y) = αv (x, y)±βw (x, y) , maka U (k, h) = αV (k, h)±βW (k, h) ,
dimana α dan β adalah konstanta.

Proof.

U (k, h) =
1

k!h!

∂k+hu (x, y)

∂xk∂yh

∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=
1

k!h!
.

=
1

k!h!

[
∂k+h (αv (x, y))

∂xk∂yh
± ∂k+h (βw (x, y))

∂xk∂yh

]
(x,y)=(0,0)

=
α

k!h!

∂k+hv (x, y)

∂xk∂yh

∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

± β

k!h!

∂k+hw (x, y)

∂xk∂yh

∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

= αV (k, h)± βW (k, h)

□



Metode Transformasi Diferensial untuk Menentukan Solusi Persamaan Diferensial Linear Nonhomogen 189

Teorema 2.14. Jika u (x, t) = ∂rw(x,y)
∂xr , maka U (k, h) = (k + 1) (k + 2) . . . (k + r)W (k + r, h) .

Proof.

U (k, h) =
1

k!h!

∂k+hu (x, y)

∂xk∂yh

∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=
1

k!h!

∂k+h
(

∂rw(x,y)
∂xr

)
∂xk∂yh

∣∣∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

= (k + 1) (k + 2) . . . (k + r)
1

(k + r)!h!

[
∂(k+r)+hw (x, y)

∂xk+r∂yh

]
(x,y)=(0,0)

= (k + 1) (k + 2) . . . (k + r)W (k + 1, h)

□

Teorema 2.15. Jika u (x, y) = ∂sw(x,y)
∂ys , maka U (k, h) = (h+ 1) (h+ 2) . . . (h+ s)U (k, h+ s) .

Proof.

U (k, h) =
1

k!h!

∂k+hu (x, y)

∂xk∂yh

∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=
1

k!h!

∂k+h
(

∂sw(x,y)
∂ys

)
∂xk∂yh

∣∣∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

= (h+ 1) (h+ 2) . . . (h+ s)
1

k!(h+ s)!

[
∂k+(h+s)w (x, y)

∂xk∂yh+s

]
(x,y)=(0,0)

= (h+ 1) (h+ 2) . . . (h+ s)U(k, h+ s)

□

Teorema 2.16. Jika u (x, y) = ∂r+sw(x,y)
∂xr∂ys , maka U (k, h) = (k+r)!(h+s)!

k!h! W (k + r, h+ s) .

Proof.

U (k, h) =
1

k!h!

∂k+hu (x, y)

∂xk∂yh

∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=
1

k!h!

∂k+h
(

∂r+sw(x,y)
∂xr∂ys

)
∂xk∂yh

∣∣∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=
1

k!h!

[
∂(k+r)+(h+s) (w (x, y))

∂xk+r∂yh+s

]
(x,y)=(0,0)

=
(k + r)! (h+ s)!

k!h!
W (k + r, h+ s)

□

Teorema 2.17. Jika u (x, y) = xmyn, maka U (k, h) = δ (k −m) δ (h− n) , dimana δ (k −m) ={
1, k = m
0, k ̸=m

, δ (h− n) =

{
1, h = n
0, h ̸=n.
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Proof.

U (k, h) =
1

k!h!

∂k+hu (x, y)

∂xk∂yh

∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=
1

k!h!

∂k+h (xmyn)

∂xk∂yh

∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=

[
1

k!

∂kxm

∂xk

]
x=0

[
1

h!

∂hyn

∂yh

]
y=0

=

[
1

k!

dkxm

dxk

]
x=0

[
1

h!

dhyn

dyh

]
y=0

□

Teorema 2.18. Jika u (x, y) = xm sin (αy + β) , maka U (k, h) = δ (k −m) αh

h! sin
(
hπ
2 + β

)
,

dimana α dan β adalah konstanta.

Proof.

U (k, h) =
1

k!h!

∂k+hu (x, y)

∂xk∂yh

∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=
1

k!h!

∂k+h (xm sin (αy + β))

∂xk∂yh

∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=

[
1

k!

∂kxm

∂xk

]
x=0

[
1

h!

∂h sin (αy + β)

∂th

]
y=0

=

[
1

k!

dkxm

dxk

]
x=0

[
1

h!

dh sin (αy + β)

dxh

]
y=0

=
αh

h!
δ (k −m) sin

(
hπ

2
+ β

)
□

Teorema 2.19. Jika u (x, y) = xm cos (αy + β) , maka U (k, h) = δ (k −m) αh

h! cos
(
hπ
2 + β

)
,

dimana α dan β adalah konstanta.

Proof.

U (k, h) =
1

k!h!

∂k+hu (x, y)

∂xk∂yh

∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=
1

k!h!

∂k+h (xm cos (αy + β))

∂xk∂yh

∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

=

[
1

k!

∂kxm

∂xk

]
x=0

[
1

h!

∂h cos (αy + β)

∂th

]
y=0

=

[
1

k!

dkxm

dxk

]
x=0

[
1

h!

dh cos (αy + β)

dxh

]
y=0

=
αh

h!
δ (k −m) cos

(
hπ

2
+ β

)
□
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2.5. Alur Penelitian. Adapun urutan pengerjaan penelitian ini secara singkat yaitu: (1)
Diberikan beberapa kasus Persamaan Diferensial Biasa dan Parsial, (2) dicari solusi analitik
dari persamaan diferensial biasa linear nonhomogen dan persamaan diferensial parsial liner
nonhomogen, (3) dicari solusi dari persamaan diferensial biasa linear nonhomogen dan per-
samaan diferensial parsial linear nonhomogen menggunakan metode transformasi diferensial
dua dimensi, (4) perbandingan grafik solusi mengginakan Maple, (5) perbandingan galat solusi
numerik terhadap solusi analitik.

3. Hasil dan Pembahasan

3.1. Solusi Persamaan Diferensial Biasa Orde Satu. Diberikan persamaan diferensial
biasa orde satu dengan nilai awal y(0) = 0 sebagai berikut

dy

dx
− y = 1. (13)

Solusi analitik dari PDB (13) diperoleh sebagai berikut:

y (x) = e−
∫
−1dx

[∫
e
∫
−1dxdx + C

]
= ex

[∫
e−xdx + C

]
= ex

[
−e−x + C

]
= Cex − 1

Solusi umum (13) adalah y (x) = Cex − 1, menggunakan nilai awal y (0) = 0, maka C = 1 dan
diperoleh

y (x) = ex − 1. (14)

Apabila diubah kedalam bentuk deret maka Persamaan (14) menjadi

y (x) = x+
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!
+ . . .

Selanjutnya dicari solusi menggunakan MTD:

(1) Berdasarkan Teorema 9, maka Transformasi Diferensial dari dy
dx adalah (k + 1)Y (k + 1),

(2) Berdasarkan Teorema 7, maka Transformasi Diferensial dari −y adalah −Y (k), dan
(3) Berdasarkan Teorema 8, maka Transformasi Diferensial dari 1 adalah δ (k).

Diperoleh persamaan transformasi PDB sebagai berikut:

(k + 1)Y (k + 1)− Y (k) = δ (k)

Y (k + 1) =
1

k + 1
[Y (k) + δ (k)] . (15)

Dengan nilai awal y (0) = 0, maka:

Y (0) = 0. (16)

Menggunakan persamaan (15) dan (16) , maka:

• untuk k = 0 → Y (1) = 1
• untuk k = 1 → Y (1) = 1

2

• untuk k = 2 → Y (1) = 1
6

• untuk k = 3 → Y (1) = 1
24

• untuk k = 4 → Y (1) = 1
120

Maka solusi MTD sampai k = 4 dari PDB (13) adalah

y (x)≈yT (x) =

5∑
k=0

Y (k)xk = x+
1

2
x2+

1

6
x3+

1

24
x4+

1

120
x5 = x+

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!
. (17)
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Gambar 1. Plot perbandingan solusi PDB orde satu

Berdasarkan Gambar 1 dapat dilihat bahwa grafik solusi analitik dan solusi MTD dari
PDB orde satu menunjukkan hasil yang berhimpit pada sebagian besar permukaannya pada
interval −2≤x≤2. Semakin banyak pengambilan k dalam kasus ini, maka kedua garis akan
semakin berhimpitan.

Selanjutnya, diberikan perhitungan galat mutlak solusi PDB orde satu, |y (x)− yT (x)|,
pada beberapa titik. Berdasarkan Tabel 1 terlihat bahwa galat dari solusi yang diperoleh
dengan menggunakan MTD cukup kecil yang menunjukkan bahwa solusi MTD mendekati solusi
analitiknya.

Tabel 1. Perhitungan galat solusi PDB orde satu

x y(x) yT (x) |y(x)− yT (x)|
0,1 0,105170918 0,105170917 1, 40898× 10−09

0,2 0,221402758 0,221402667 9, 14935× 10−08

0,3 0,349858808 0,34985775 1, 05758× 10−06

0,4 0,491824698 0,491818667 6, 03097× 10−06

0,5 0,648721271 0,648697917 2, 3354× 10−05

3.2. Solusi Persamaan Diferensial Biasa Orde Dua. Diberikan persamaan diferensial
biasa orde dua dengan nilai awal y (0) = 10 dan y

′
(0) = 0 sebagai berikut

d2y

dx2
+ 3

dy

dx
+ 2y = 24. (18)

Solusi analitik dari PDB (18) diperoleh sebagai berikut, solusi persamaan karakteristik Per-
samaan (18) homogen yaitu -1 dan 2. Sehingga penyelesaian homogennya adalah yh = C1e

−x+
C2e

−2x. Karena ruas kanan merupakan konstanta maka

yp = A0, y
′

p = 0, y′′p = 0

dan dilakukan substitusi pada persamaan (18), diperoleh

y
′′

p + 3y
′

p + 2yp = 24

0 + 3 (0) + 2yp = 24
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yp = 12.

Solusi umum untuk persamaan (18) adalah

y = yh + yp = C1e
−x + C2e

−2x + 12

dengan nilai awal y (0) = 10 dan y
′
(0) = 0 maka diperoleh solusi analitik dari PDB (18)

adalah

y (x) = −4e−x + 2e−2x + 12 (19)

Apabila diubah kedalam bentuk deret maka Persamaan (19) menjadi

y (x) =− 4

(
1− x+

x2

2!
− x3

3!
+

x4

4!
− x5

5!
+ . . .

)
+

2

(
1− 2x+

22x2

2!
− 23x3

3!
+

24x4

4!
− 25x5

5!
+ . . .

)
+ 12

y (x) = 10 + 2x2 − 2x3 +
7

6
x4 − 1

2
x5 + . . .

Selanjutnya dicari solusi menggunakan MTD:

(1) Berdasarkan Teorema 9, maka Transformasi Diferensial dari d2y
dx2 adalah

(k + 1) (k + 2)Y (k + 2).

(2) Berdasarkan Teorema 9, maka Transformasi Diferensial dari 3dy
dx adalah

3 (k + 1)Y (k + 1).
(3) Berdasarkan Teorema 7, maka Transformasi Diferensial dari 2y adalah 2Y (k).
(4) Berdasarkan Teorema 8, maka Transformasi Diferensial dari 24 adalah δ (k).

Diperoleh persamaan transformasi PDB sebagai persamaan:

(k + 1) (k + 2)Y (k + 2) + 3 (k + 1)Y (k + 1) + 2Y (k) = 24δ(k)

Y (k + 2) =
1

(k + 1) (k + 2)
(−3 (k + 1)Y (k + 1)− 2Y (k) + 24δ(k)) (20)

dengan nilai awal y (0) = 10 dan y
′
(0) = 0, maka:

Y (0) = 10, (21)

Y (1) = 0. (22)

Menggunakan persamaan (20) , (21) dan (22) maka:

• untuk k = 0 → Y (2) = 2
• untuk k = 1 → Y (3) = −2
• untuk k = 2 → Y (4) = 7

6

• untuk k = 3 → Y (5) = −1
2

Maka solusi MTD sampai k = 3 dari PDB (18) adalah

y(x)≈yT (x) =

5∑
k=0

Y (k)xk = 10 + 2x2 − 2x3 +
7

6
x4 − 1

2
x5. (23)

Pada Gambar 2 diberikan plot perbandingan solusi PDB orde dua. Berdasarkan Gambar
2 dapat dilihat bahwa grafik solusi analitik dan solusi MTD dari PDB orde dua menunjukkan
hasil yang berhimpit pada sebagian besar kurva pada interval −1≤x≤1. Semakin banyak
pengambilan k dalam kasus ini, maka kedua garis akan semakin berhimpitan.
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Gambar 2. Plot perbandingan solusi PDB orde dua

Selanjutnya, diberikan perhitungan galat mutlak solusi PDB orde dua, |y (x)− yT (x)|,
pada beberapa titik. Berdasarkan Tabel 2 terlihat bahwa galat dari solusi yang diperoleh
dengan menggunakan MTD cukup kecil yang menunjukkan bahwa solusi MTD mendekati solusi
analitiknya.

Tabel 2. Perhitungan galat solusi PDB orde dua

x y(x) yT (x) |y(x)− yT (x)|
0,1 10,01811183 10,01811167 1, 67345× 10−07

0,2 10,06571708 10,06570667 1, 04131× 10−05

0,3 10,13435039 10,134235 0,000115389
0,4 10,21737774 10,21674667 0,000631077
0,5 10,30963624 10,30729167 0,002344577

3.3. Solusi Persamaan Diferensial Parsial Orde Satu. Diberikan persamaan diferensial
parsial orde satu dengan nilai awal u (0, y) = ey sebagai berikut

∂u

∂x
− 2

∂u

∂y
+ 2u = 2 sinx+ cosx. (24)

Bentuk PDP ux −Buy = Cu memiliki solusi umum u (x, y) = eCxf(y+Bx ). Oleh karena itu,
solusi homogen dari persamaan (24) adalah

uh (x, y) = e−2xf (y + 2x) .

Untuk mencari solusi partikular maka asumsikan up (x, y) = A sinx+B cosx lalu substitusikan
ke persamaan (24) sehingga

A cosx−B sinx∓2A sinx+ 2B cosx = 2 sinx+ cosx

(2A−B) sinx+ (A+ 2B) cosx = 2 sinx+ cosx.

Oleh karena itu, 2A−B = 2 dan A+2B = 1. Dengan eliminasi dan substitusi maka diperoleh
A = 1 dan B = 0, sehingga up (x, y) = sinx. Solusi umum untuk persamaan (24) adalah

u (x, y) = uh (x, y) + up (x, y) = e−2xf (y + 2x) + sinx, (25)
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dengan nilai awal u (0, y) = ey maka diperoleh solusi analitik dari PDP (24) adalah

u (x, y) = e−2xf (y + 2x) + sinx = e−2xey+2x + sinx = sinx+ ey. (26)

Apabila diubah kedalam bentuk deret maka Persamaan (26) menjadi

u (x, y) =

(
x− x3

3!
+

x5

5!
− . . .

)
+

(
1 + y +

y2

2!
+

y3

3!
+

y4

4!
+

y5

5!
+ . . .

)
.

Selanjutnya dicari solusi menggunakan teorema yang berlaku pada MTDDD:

(1) Berdasarkan Teorema 14, maka Transformasi Diferensial dari ∂u
∂x adalah

(k + 1)U (k + 1, h) .
(2) Berdasarkan Teorema 15, maka Transformasi Diferensial dari −2∂u

∂y adalah

−2 (h+ 1)U (k, h+ 1) .
(3) Berdasarkan Teorema 13, maka Transformasi Diferensial dari 2u adalah 2U (k, h) .
(4) Berdasarkan Teorema 18, maka Transformasi Diferensial dari 2 sinx adalah 2

k!δ (h) sin
(
kπ
2

)
.

(5) Berdasarkan Teorema 19, maka Transformasi Diferensial dari cosx adalah 1
k!δ (h) cos

(
kπ
2

)
.

Diperoleh persamaan transformasi PDP sebagai berikut:

(k + 1)U (k + 1, h)− 2 (h+ 1)U (k, h+ 1) + 2U (k, h) =
2

k!
δ (h) sin

(
kπ

2

)
+

1

k!
δ (h) cos

(
kπ

2

)
.

(27)

Dengan nilai awal u (0, y) = ey, maka

U (0, h) = δ (0)
1

h!
=

1

h!
. (28)

Menggunakan persamaan (27),(28), serta k dan h dari 0 sampai 5, maka:

• untuk k = 0 dan h = 0 didapat U (1, 0) = 1
• untuk k = 0 dan h = 1, 2, 3, 4, 5 didapat U (1, 1) = U (1, 2) = U (1, 3) = U (1, 4) =
U (1, 5) = 0

• untuk k = 1 dan h = 0, 1, 2, 3, 4, 5 didapat U (2, 0) = U (2, 1) = U (2, 2) = U (2, 3) =
U (2, 4) = U (2, 5) = 0

• untuk k = 2 dan h = 0 didapat U (k, h) = −1
3 !

• untuk k = 2 dan h = 1, 2, 3, 4, 5 didapat U (3, 1) = U (3, 2) = U (3, 3) = U (3, 4) =
U (3, 5) = 0

• untuk k = 3 dan h = 0, 1, 2, 3, 4, 5 didapat U (4, 0) = U (4, 1) = U (4, 2) = U (4, 3) =
U (4, 4) = U (4, 5) = 0

• untuk k = 4 dan h = 0 didapat U (5, 0) = 1
5 !

• untuk k = 4 dan h = 1, 2, 3, 4, 5 didapat U (5, 1) = U (5, 2) = U (5, 3) = U (5, 4) =
U (5, 5) = 0

Diperoleh solusi MTDDD dari PDP (24) adalah

u (x, y)≈uT (x, y) =

5∑
k=0

5∑
h=0

U (k, h)xkyh = 1 + y +
y2

2!
+

y3

3!
+

y4

4!
+

y5

5!
+ x− x3

3!
+

x5

5!
. (29)
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Gambar 3. Plot perbandingan solusi PDP orde satu

Berdasarkan Gambar 3 dapat dilihat bahwa grafik solusi analitik dan solusi MTD Dua
Dimensi dari PDP orde satu menunjukkan hasil yang berhimpit pada sebagian besar per-
mukaannya pada interval −2≤x, y≤2. Semakin banyak pengambilan k dan h dalam kasus
ini, maka kedua bidang akan semakin berhimpitan.

Selanjutnya, diberikan perhitungan galat mutlak solusi PDP orde satu, |u (x, y)− uT (x, y)|,
pada beberapa titik. Berdasarkan Tabel 3 terlihat bahwa galat dari solusi yang diperoleh den-
gan menggunakan MTD dua dimensi cukup kecil yang menunjukkan bahwa solusi MTD pada
contoh ini mendekati solusi analitiknya.

Tabel 3. Perhitungan galat solusi PDP orde satu

x y u(x, y) uT (x, y) |u(x, y)− uT (x, y)|
0,1 0,1 1,205004335 1,205004333 1, 38914× 10−09

0,2 0,2 1,420072089 1,420072 8, 89552× 10−08

0,3 0,3 1,645379014 1,645378 1, 01424× 10−06

0,4 0,4 1,88124304 1,881237333 5, 70662× 10−06

0,5 0,5 2,128146809 2,128125 2, 18093× 10−05

3.4. Solusi Persamaan Diferensial Parsial Orde Dua. Diberikan persamaan diferensial
parsial orde dua dengan nilai awal u (x, 0) = ex dan u (0, y) = 1 + y2 sebagai berikut

∂2u

∂x2
+ 2

∂u

∂x

∂u

∂y
+

∂2u

∂y2
− u = 2− y2. (30)

Solusi dari auxilliary equation untuk persamaan (30) homogen adalah sebagai berikut

h2
1 + 2h1h2 + h2

2 − 1 = 0

(h1 + h2 + 1) (h1 + h2 − 1) = 0

h1 = −1− h2, h1 = 1− h2.

Dari kedua akar tersebut diperoleh ux+uy = −u dan ux+uy = u. Bentuk PDP ux−Buy = cu
memiliki solusi umum u (x, y) = ecxf(y+Bx ). Oleh karena itu, solusi homogen dari persamaan
(30) adalah

uh (x, y) = e−xf1 (y − x) + exf2 (y − x) .
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Untuk mencari solusi partikular maka asumsikan up (x, y) = Ay2+By +C lalu disubstitusikan
ke persamaan (30) sehingga

2A−Ay2 + By + C = 2− y2

−Ay2 + By + (2A+ C) = −y2 + 2.

Oleh karena itu, A = 1, B = 0, 2A + C = 2 → C = 0, sehingga up (x, y) = y2. Adapun solusi
umum untuk persamaan (30) adalah

u (x, y) = uh (x, y) + up (x, y) = e−xf1 (y − x) + exf2 (y − x) + y2. (31)

Dngan nilai awal u (x, 0) = ex dan u (0, y) = 1 + y2 solusi analitik dari PDP (30) adalah

u (x, y) = e−x (0) + ex (1) + y2

u (x, y) = ex + y2.
(32)

Apabila (32) ditulis dalam bentuk deret maka

u (x, y) =

(
1 + x+

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!
+ . . .

)
+ y2.

Berdasarkan teorema yang berlaku pada MTDDD diperoleh:

(1) Berdasarkan Teorema 14, maka Transformasi Diferensial dari ∂2u
∂x2 adalah

(k + 1) (k + 2)U (k + 2, h) .
(2) Berdasarkan Teorema 16, maka Transformasi Diferensial dari 2∂u

∂x
∂u
∂y adalah

2 (k + 1) (h+ 1)U (k + 1, h+ 1) .

(3) Berdasarkan Teorema 15, maka Transformasi Diferensial dari ∂2u
∂y2 adalah

(h+ 1) (h+ 2)U (k, h+ 2) .
(4) Berdasarkan Teorema 14, maka Transformasi Diferensial dari −u adalah −U (k, h) .
(5) Berdasarkan Teorema 12, maka Transformasi Diferensial dari 2 adalah (k + 1)U (k + 1, h) .
(6) Berdasarkan Teorema 17, maka Transformasi Diferensial dari−y2 adalah−δ (k) δ (h− 2) .

Sehingga diperoleh Transformasi Diferensial dari persamaan (30) sebagai berikut

(k + 1) (k + 2)U (k + 2, h) + 2 (k + 1) (h+ 1)U (k + 1, h+ 1) + (h+ 1) (h+ 2)

U (k, h+ 2)− U (k, h) = 2δ (k) δ (h)− δ (k) δ (h− 2) .
(33)

Dengan nilai awal u (x, 0) = ex dan u (0, y) = 1 + y2, maka

U (k, 0) =
1

k!
δ (0) =

1

k!
(34)

dan

U (0, h) = δ (0) δ (h) + δ (0) δ (h− 2) = δ (h) + δ (h− 2) . (35)

Menggunakan persamaan (33),(34),(35) dan pengambilan k, h dari 0 sampai 5, diperoleh

• untuk k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 dan h = 0 maka U (k, h) = 1
k!

• untuk k = 0 dan h = 1, maka U (0, 1) = δ (1) + δ (−1) = 0
• untuk k = 0 dan h = 2, maka U (0, 2) = δ (2) + δ (0) = 1
• untuk k = 0 dan h = 3, maka U (0, 3) = δ (3) + δ (1) = 0
• untuk k = 0 dan h = 4, maka U (0, 4) = δ (4) + δ (2) = 0
• untuk k = 0 dan h = 5, maka U (0, 5) = δ (5) + δ (3) = 0

Sehingga

U (k, h) =


1
k! , k = 0, 1, 2, 3, 4, 5danh = 0
1, k = 0, h = 2
0, lainnya.

Maka solusi MTDDD dari PDP (30) adalah

u(x, y)≈uT (x, y) =

5∑
k=0

5∑
h=0

U (k, h)xkyh = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!
+ y2. (36)
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Gambar 4. Plot perbandingan solusi PDP orde dua

Dari Gambar 4 dapat dilihat bahwa solusi analitik dan solusi MTD Dua Dimensi dari
PDP orde dua menunjukkan hasil yang dekat pada interval −2≤x, y≤2. Semakin banyak
pengambilan k dan h dalam kasus ini, maka kedua bidang akan semakin berhimpitan.

Selanjutnya, diberikan perhitungan galat mutlak solusi PDP orde dua, |u (x, y)− uT (x, y)|,
pada beberapa titik. Berdasarkan Tabel 4 terlihat bahwa galat dari solusi yang diperoleh
dengan menggunakan MTD dua dimensi cukup kecil yang menunjukkan bahwa solusi MTD
mendekati solusi analitiknya.

Tabel 4. Perhitungan galat solusi PDP orde dua

x y u(x, y) uT (x, y) |u(x, y)− uT (x, y)|
0,1 0,1 1,115170918 1,115170917 1, 40898× 10−09

0,2 0,2 1,261402758 1,261402667 9, 14935× 10−08

0,3 0,3 1,439858808 1,43985775 1, 05758× 10−06

0,4 0,4 1,651824698 1,651818667 6, 03097× 10−06

0,5 0,5 1,898721271 1,898697917 2, 3354× 10−05

4. Simpulan

Pada penelitian ini, dibahas penggunaan MTD untuk mencari solusi dari PDB linear non-
homogen pada beberapa contoh kasus yang belum pernah dibahas pada kajian lain. Metode
ini terdiri dari tiga langkah utama yaitu mentransformasikan persamaan diferensial beserta ni-
lai awalnya, mencari nilai-nilai transformasi dan menginverskan nilai-nilai transformasi untuk
mendapatkan solusi MTD. Solusi akhir dari MTD pada kasus yang disimulasikan menghasilkan
deret yang mirip dengan solusi analitik yang sudah diubah ke dalam deret Taylor. Perbandin-
gan solusi analitik dan solusi MTD dapat terlihat dari grafik yang menunjukkan sebagian besar
kurva berhimpit. Semakin banyak pengambilan k dalam mencari solusi menggunakan MTD
pada kasus-kasus tersebut, maka solusi yang dihasilkan semakin mendekati solusi analitik.

MTD Dua Dimensi dapat digunakan untuk mencari solusi dari PDP linear nonhomogen
pada kasus yang disimulasikan pada paper ini. Metode ini mempunyai langkah pengerjaan
yang sama dengan MTD dan solusi berupa deret. Perbandingan solusi analitik dan solusi
MTD Dua dimensi dapat terlihat dari grafik yang menunjukkan sebagian besar permukaan
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kurva berhimpit. Semakin banyak pengambilan k dan h dalam mencari solusi menggunakan
MTD Dua Dimensi pada kasus-kasus tersebut, maka solusi yang dihasilkan semakin mendekati
solusi analitik.
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